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Abstrakt

Tento clanek predstavuje ¢tyri geometrické dikazy zakladnich trigonometrickych identit:
sin(2x), cos(2z), tan(2z) a sin(z + y). Kazdy dikaz vychazi z pravothlé geometrie a
skladani trojuhelniki, bez pouziti jednotkové kruznice.

V clanku vychézime pouze z elementarnich geometrickych principi. V ptipadech, kde
je pouzitd sinova nebo kosinova véta, jsou goniometrické vyrazy jako sin(2z) ponechany
jako neznamé a zpétné vyjadreny pomoci stran trojihelniku. Dikazy tedy nevyzaduji
znalost hodnot prislusnych goniometrickych funkei a jsou vystavény pouze na zakladnich
geometrickych vztazich.

Dikaz identity sin(2x) = 2sinx cosx

Pouzijeme vztahy mezi stranami v pravouihlych trojihelnicich:
. a
sinx = -, cost = —
c c
Z pravé strany identity:
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Nyni spoc¢itame levou stranu pomoci sinové véty.
Pti konstrukei dvojice pravoihlych trojihelnikii vznikne thel 2x a protilehld strana k
tomuto thlu méa délku 2b. Pouzijeme sinovou vétu ve tvaru:
2b c

) a
- = ——, kde sina=—
sin(2z)  sina c

Po dosazeni:
2b c 2 = sin(20) 2ba  2ab
= — =—=sn2zr)= — = —
sin(2x)  a/e  a c? c?

Tim je dokazano:
sin(2x) = 2sin x cos x
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Diukaz identity cos(2z) = cos®z — sin® x

Pouzijeme vztahy mezi stranami v pravouihlych trojihelnicich:

a , b 5 a? o b?
cosr=—, sinz=-=cos"r=—, sin“r=—
c c ¢

Tedy:
N Ly B CL2 b2 B CL2 _ b2
cos"z —sin“w =5 — 5 =—07
Pouzijeme kosinovou vétu pro vznikly trojihelnik se zakladnou 2b:

4b* = 2¢* — 2¢* cos(2x)
Upravy:
4b* = 2¢* — 2¢* cos(27)
4b* — 2¢* = —2¢ cos(2x)

2¢% — 4b? B 2 —2b°
2c2 N c?

= cos(2x) =

Nyni sestavime rovnici:
2 —2b%  a®—b?
2 2
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Po odstranéni jmenovatele:
A —2%=a®>—b?

Pri¢teme 2b% k obéma stranidm:
A =a®+ b

Tim jsme ovérili rovnost obou stran, nebof jsme dospéli k Pythagorové véte, ktera v
tomto pripadé plati — vychozi trojihelnik je pravouhly.
Identita cos(2z) = cos? z — sin® x tim byla geometricky dokdzana.

Dukaz identity tan(2z) = %’%

Pouzijeme zakladni definici tangens:

in(2
tan(2z) = sin(2r)
cos(2x)
7 predchozich dikazi:
2ab 2 —p? 2ab
sin(2x) = c%’ cos(2x) = ¢ 2z = tan(2x) = ﬁ



Na druhé strané:

. b e tan? b? N 2tan x 2b/a 2b/a 2ab
anx = — an“r = — = — _
a a2 " 1—tan’x  1-—02/a2 (a® —b?)/a®2 a?— b2
Tim je dokézano:
tan(2z) 2tanw
n(2zr) = ————
1 —tan’x
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Obréazek 1: Geometrickd konstrukce pro dukaz identit sin(2z), cos(2z) a tan(2z).

Dikaz identity sin(x + y) = sinx cosy + cosxsiny

Nejprve sestrojime pravouhly trojihelnik ABC' s pravym tthlem u vrcholu C' a dhlem z u
vrcholu B. Oznac¢ime délku odvésny AC' jako b, odvésny BC' jako a a prepony AB jako c.

Nasledneé pridame dalsi pravouhly trojihelnik A;C' B, kde je pravy thel opét u vrcholu
C a thel y tentokrat u vrcholu B. Odvésna sdilend s predchozim trojihelnikem ma délku a,
druhd odvésna je k-b, kde k € R. Pfepona nového trojihelniku ma tedy délku v/a? + k2b2.

Cela konstrukce vytvari slozeny trojuhelnik, kde u vrcholu B vznika thel x 4 y.

Pouzijeme vztahy mezi stranami v pravoihlych trojthelnicich:

) b a ) kb
sinkx = -, cosr=—, cosy=

¢ ¢ vt e VT Ve e

7 toho vypocteme pravou stranu identity:
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= —a2+k2b2( + k)
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Pouzijeme sinovou vétu ve tvaru:

b(k+1 Va2 + k?b?
( +1) _vart = sin(x +y) =
sin(z + y) a/c

ab(k+1)

Tim je dokazano:

sin(z + y) = sinx cosy + cos zsin y

A1 kb C b A

Obrazek 2: Rozsifend konstrukce pro dikaz identity sin(z + y).

ZAaveér

Tento soubor netradi¢nich geometrickych dikazi ukazuje, ze i dobfe zndmé goniometrické
identity lze odvodit ¢isté geometrickym zptsobem. Takovy pristup je vhodny zejména pro
studenty, ktefi se s trigonometrii teprve seznamuji, a muze poslouzit jako zajimavé a na-
zorné doplnéni tradicnich vyukovych metod. Geometrické mysleni prinasi dilezity vizualni
rozmeér a prirozené propojuje analytickou a syntetickou stranku matematiky. Predlozené
diikazy se vyznacuji svou jednoduchosti a originalitou a mohou najit uplatnéni pti vyuce
trigonometrie na strednich i vysokych skolach.



